Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

@ DECOUVERTE DES MATRICES
D’APPLICATIONS LINEAIRES

‘ ‘ Ecrire les matrices des applications linéaires sui-
vantes dans les bases canoniques :

R? — R3
D {(x,y) = Gty xmy,20)
R,[X] — R
2) { P — (P(1),P'(1)+P"(0)).
Co[X] — CyX]
3) { P +— XP+P +P(1).
C,[X] — C? _
4) { p R (m,Re(P(i))) mais at-

tention, sur le corps R dans les bases (1,i,X,iX) et

((1,0,(,0),(0,1),(0,1)).

‘ E ‘ 1) Déterminer le noyau et 'image de I'application li-

néaire de R,[X] dans R? de matrice (_11 (1) %)

dans les bases canoniques.
2) Déterminer le noyau et 'image de 'endomorphisme
de R5[X] de matrice :

_.
[\

ST NN
[92]

dans la base canonique.
3) Lendomorphisme de R5[X ] de matrice :
1 -1 0 1
2 1 -1 1
2 0 0 1
2 1 -1 0
dans la base canonique est-il surjectif ?

4) Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 de
base B = (e, ey, e3). Caractériser géométrique-
ment 'endomorphisme de E de matrice :

-1 2 2
-7 8 7 dans 4.
6 —6 —5

(®» Dans le R-espace vectoriel € °°(R,R), on pose :
B = (cos, sin, ch, sh) et V =Vect(2A).

1) a) Montrer que 2 est une base de V.
b) Montrer que V est stable par dérivation.
On note D 'endomorphisme de V induit par la dériva-
tion et M la matrice de D dans 2.
2) a) Déterminer la matrice de D dans 4.
b) Montrer que D est un automorphisme de V et
calculer de téte la matrice de D! dans 2.
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‘ 4 ‘ @& @ Onnote A€ M, ,,(R) la matrice de terme géné-
~ ral (J 1) i et j décrivant [1,n+ 17].

1) Montrer que A est inversible.
2) Donner une expression simple de 'endomorphisme
de R,[X] de matrice A dans la base canonique.
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3) En déduire AL,

‘;‘ Soit M € #5(R). On suppose que :

01 0
M2=|0 0 1].
0 0 0

1) Montrer que Ker M = Ker M? et ImM = Im M?2.

2) En déduire que la premiere colonne et la derniere
ligne de M sont nulles, puis dégager de tout cela
une contradiction.

@ CHANGEMENTS DE BASES,
EQUIVALENCE ET SIMILITUDE

(6) On note u 'application linéaire de R* dans R® définie
pour tout (x, y,z,t) € R* par :

u(x,y,z,t)= (2x—y+z+5t,—x+2y+32—4t, x+52+6t).

1) @ Déterminer la matrice de u dans les bases ca-
noniques et montrer que les familles :

% =((1,0,0,0),(0,0,1,1),(1,1,1,1),(1,0,0,1))

et € = ((1, 1,1),(1,1,0),(1,0, O)) sont des bases
de R* et R® respectivement.

2) ®@® Déterminer Matg (u) d’abord a la main
sans la formule de changement de base, puis avec.

-1 6 —6

®@® Onpose A= ( -8 10),

‘ 3 -9 11

1) Résoudre le systeme linéaire AX = AX d’inconnue
X € R® pour tout A € R.

2) Onposee; =(3,1,0), e =(—1,1,1) ete; =(0,1,1)
— en lien avec la question 1) en principe! Pour-
quoi la famille (e, e,, e3) est-elle une base de R*?

3) Déterminer la matrice A’ de 'endomorphisme ca-
noniquement associé a A dans (e, e,, €3).

4) En déduire A" pour tout n € N.
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2 1 -1
®® OnposeA= 1 0|
‘ 8 ‘ (1 1 0 )

1) Résoudre le systeme linéaire AX = AX d’inconnue
X € R® pour tout A € R.

2) Onposee; =(1,0,1),e, =(—1,1,0)ete; =(1,1,1)
— en lien avec la question 1) en principe! Pour-
quoi la famille (e;, e, e3) est-elle une base de R*?

3) Déterminer la matrice A’ de 'endomorphisme ca-
noniquement associé a A dans (e, e,, €3).

4) En déduire A" pour tout n € N.

‘ 9 ‘ M ® Montrer que les matrices suivantes sont sem-
blables :
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01 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 O 0 0 1 0 0 0 0 1
) o o o0 1)lo 1 0 of)|l1 0o 0 0
0 01 0 1 0 0 0 01 0 O
0 0 0 01 0 0 0 0
2) (0 0 1), (0 0 o), (4 0 o),
0 0 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 2 0 0 0 0
3) (0 0 1), (0 0 3), (1 0 0).
0 0 O 0 0 0 0 2 0

®® SoitAe #,(K) de rang r.

‘E) ‘ 1) Montrer que A est semblable & une matrice par
B 0
blocs (C O) avec B € #,.(K) et C € M,,_, ,(K).
2) Onsuppose a présent ImA et KerA supplémentaires
dans K". Montrer qu’on peut imposer a C d’étre
nulle. Que peut-on alors dire de B?
‘ 1 1 ‘ @ On note ¢ 'endomorphisme :

P— (X+2)P'(X)+P(X —1)

de R,[X]. Calculer 'image par ¢ des vecteurs 1, X + 1
et 2X2 +4X + 3. Qu'en déduit-on?

"1*2\‘ (® Montrer que I'endomorphisme de R? canonique-

- Sy .21 . .
— ment associée a la matrice (3 0) est diagonalisable.

‘ ®@® On note ¢ 'endomorphisme :
P— (X2+2)P"+(X +1)P'+P
de R,[X]. Montrer que ¢ est diagonalisable.
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1 @@ Soient E un K-espace vectoriel de dimension fi-

'nie n et f € £(E) f nilpotent d’indice n. Montrer que
0

0
dans une certaine base de E, f a pour matrice ( I,
0

™ @® Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3
et f € £(E) nilpotent d’indice 2.
1) Montrer que dimKer f = 2.
2) En déduire que dans une certaine base de E, f a
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0 0 1
pour matrice |0 0 0.
0 0 0
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~~/ 1) On note f 'endomorphisme canoniquement asso-

0 1 1
cié ala matrice{ 0 0 1.

0 0 O

Montrer que dans une

)

0 -1 o0
certaine base de R®, f a pour matrice (0 0 —1).

0 0 0

1 1 1
2) On pose M = (0 1 1),
0 0 1
a) Montrer que M est inversible et calculer son

inverse.
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b) Montrer que M est semblable a son inverse.

11 -1 01 0
\'177‘\ ®®® Montrer que (—3 -3 S)et (0 0 0)

— sont semblables. -2 =2 2

®®® Soient E un K-espace vectoriel de dimension
3 et f € 2(E). On suppose que f2 = f3.
1) ®©® Montrer que E = Ker (f —Idg) & Ker f2.

2) Montrer que si rg( f— IdE) = 2, alors dans une
certaine base de E, f a pour matrice :

1 0 O 1 0 O
0 0 1 ou 0 0 0].
0 0 O 0O 0 O

3) Plus généralement, montrer que dans une certaine
base de E, f a pour matrice :

1 0 0 1 0 0y /1 0 0O 0 o
0, I, {0 1 of,[0o o 1|,{0o 0o o]ou(o o
0 0 0 o oo/ \o oo 0 o

Y O®® Soit A€ #,(K) une matrice de rang r. Mon-
J trer que rg(Az) =r si et seulement si A est semblable a
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B O . .
( 0 O) pour une certaine matrice B € GL,.(K).
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~") 1) Pour tout A€ #,(K), on note t, la forme linéaire
M — tr(AM) de #,(K). On note en outre t 'ap-
plication A — t, de #,(K) dans 55(//[,1(11{), K)
a) Montrer que ¢ est linéaire.
b) Montrer que t est un isomorphisme.
2) Soit H un hyperplan de ., (K).
a) Justifier l'existence d’'une matrice A € 4, (K)
non nulle pour laquelle :
H={Me #,K)| u@AM)=0}.
b) Pour tout r € [0,n], on pose J, = (Ior 8
dans .#,(K). Trouver une matrice M € GL,(K)
pour laquelle tr(J,M) =0
¢) En déduire que H contient au moins une ma-
trice inversible.

G ®® Soient E et F deux K-espaces vectoriels de
dimensions finies non nulles et f € ¥(E, F). On note ¢
I'ensemble des applications g € Z(F, E) pour lesquelles
f&f = Og(g r)- Calculer la dimension de 4.
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& ® @ On dispose de 2 urnes. La premiére contient
1 boule blanche et 1 noire, et la seconde 2 blanches
et 1 noire. On préleve simultanément une boule dans
chacune des deux urnes et on les change d’urne. Cette
expérience est répétée un nombre indéfini de fois.

On pose X, = 1 et pour tout k € N*, on note X; le
nombre de boules blanches dans la premiere urne a l'is-
sue du k™€ échange.

\22\
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1) Pour tout k € N, déterminer la loi de X, en fonc-
tion de la loi de X;.

1/0 1 0 P(X,=0)
2) On pose M = 6(6 3 4) et G = (P(szl))

0 2 2 P(X; =2)
pour tout k € N.

a) Montrer que C,; = M C; pour tout k € N.

b) Déterminer une matrice P € #5(R) dans la-
quelle P~ MP est diagonale.

¢) Endéduire klgrnoo P(X; = x) pour tout x € [0, 2]

@ TRACE D’UN ENDOMORPHISME

"2*3\‘ (® Soient a,b € R et A€ #,(R). Calculer la trace
" des endomorphismes suivants :
1) ’endomorphisme P — P(aX + b) de R, [X].
2) a) lendomorphisme M — M de .#,(R).
b) Tendomorphisme M — M T de M,(R).

3) l'endomorphisme M — AM de 4, (R).




